WYZSZA SZKOLA INFORMATYKI STOSOWANEJ I ZARZADZANIA

Z1lozonos$¢ problemow

Przyklad - wieze Hanoi

Problem jest zamknigty (dolne ograniczenie ztozonosci = ztozono$¢ algorytmu rekurencyjnego lub iteracyjnego)
i ma ztozonos¢ O(2M).

Podobno mnisi tybetanscy rozwiazuja ten problem dla N = 64 i kiedy skoncza, to takze nasz $wiat si¢ skonczy!

1 ruch na sekunde = czas wykonania ok. 586 549 402 018 lat
1 mln ruchow na sekundg = czas wykonania ok. 586 549 lat ©

Przykiad - plaska uktadanka
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Czy istnieje takie utozenie kwadratu M x M z N =M * elementéw, ktore zachowuje reguly przystawania
bokow?

Problem decyzyjny - taki problem algorytmiczny, ktory polega na znalezieniu odpowiedzi ,,tak” lub ,,nie” na
postawione pytanie (czgsto jest to odpowiedz na pytanie o istnienie rozwigzania problemu)

Catkowita liczba utozen ptaskiej uktadanki wynosi V!

Dla uktadanki 5 X 5 oznacza to, ze:

1 min uktadéw na sekundg = czas sprawdzenia ok. 493 208 500 055 lat

Wartos$ci niektorych funkcji ztozono$ci:

N

Funkcja 10 50 100 300 1000
Ilg N 3 5 6 8 9
N 10 50 100 300 1000
N#*lgN 33 282 664 2468 9965
N? 100 2500 10 000 90 000 1 000 000
N? 1000 125 000 1 000 000 27 min (8 cyfr) 1 mld (10 cyfr)
2N 1024 | liczba 16 cyfrowa| liczba 31 cyfrowa| liczba 91 cyfrowa liczba 302

cyfrowa
N 3,6 mln (7 cyfr) | liczba 65 cyfrowa | liczba 161 cyfrowa | liczba 623 cyfrowa )
NV 10 mld (11 cyfr) | liczba 85 cyfrowa | liczba 201 cyfrowa | liczba 744 cyfrowa )

Dla porownania: liczba protonow w widocznym wszech$wiecie ma 126 cyfr, liczba mikrosekund od
»wielkiego wybuchu” ma 24 cyfry.

Zapotrzebowanie na czas (jesli jedna instrukcja trwa mikrosekundg)

N
Funkcja 10 20 50 100 300
N? 1/10 000 1/2500 1/400 1/100 9/100
sekundy sekundy sekundy sekundy sekundy
2N 1/1000 1 35,7| 400 bilionow 75 cyfrowa
sekundy sekunda lat stuleci liczba stuleci
NV 2,8 3,3 biliony 70 cyfrowa 185 cyfrowa 728 cyfrowa
godziny lat | liczba stuleci liczba stuleci liczba stuleci
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Tempo wzrostu niektorych funkcii ztozonosci:
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Funkcja f{N) jest (asymptotycznie) ograniczona z gory przez funkcje g(N),
jesli 3Ny V N> Ny : fIN) < g(N)

Jesli f(N) < g(N), to fAIN) jest ograniczona z gory przez g(N)

Funkcje zlozonosci dzielimy zgrubnie na:

wielomianowe - jesli istnieje dla nich takie k < oo, Ze s3 one ograniczone z gory przez
funkcje N ¥,
ponadwielomianowe - jesli takie k nie istnieje (np. wyktadnicze).

I .
1< Iglg N< IgN< N < N< NlgN< N?< N3 < NEV< V< N1 < NV 22
S

algorytm wielomianowy = algorytm o ztozonosci O(V *) dla pewnego k < oo

Klasy probleméw algorytmicznych (podziat zgrubny)

Nie istnieja

<

rozsadne
PROBLEMY TRUDNO algorytmy
ROZWIAZYWALNE
PROBLEMY LATWO
ROZWIAZYWALNE Istnieja rozsadne
(wielomianowe)
algorytmy

Kilka pytan zwiqzanych z czasem rozwiqzywania plaskiej uktadanki:

1. Czy nie mozna po prostu poczekac na zbudowanie dostatecznie szybkiego komputera?

2. Czy brak rozsadnego algorytmu dla tego problemu nie jest rezultatem braku wiedzy i inwencji informatykow?

3. Czy nie mozna by wykazaé, ze dolne ograniczenie ztozonosci dla tego problemu jest wyktadnicze i stwierdzié,
ze problem jest trudny?

4.  Czy nie jest on przypadkiem tak szczegdlnym, ze mozna go pominac?

Odpowiedz na pytanie 1.:

Maksymalna liczba elementoéw uktadanki do sprawdzenia w godzing
Funkcja | wspotczesny komputer | komputer 100 razy szybszy | komputer 1000 razy szybszy
N’ K 10 % K 31,6 *K
2 L L+6 L+10
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Odpowiedz na pytanie 4.:

Plaska uktadanka nalezy do klasy probleméw NPC (NP-zupelne), ktora obejmuje ok. 1000 problemow
algorytmicznych o jednakowych cechach:

e dla wszystkich istnieja watpliwe (ponadwielomianowe) rozwiazania

e dla zadnego nie znaleziono rozsadnego (wielomianowego) rozwiazania

e dla zadnego nie udowodniono, ze wymaga on czasu wyktadniczego

e najlepsze znane dolne ograniczenia ztozonosci sa liniowe, tzn. O(N)

<>

Nie wiadomo czy te problemy sa trudno, czy latwo rozwigzywalne!

Na nowe problemy NP-zupelne wciaz napotykamy w kombinatoryce, badaniach operacyjnych, ekonometrii,
teorii grafow, logice itd.

Przykilady problemow NP-zupelnych

Ukdadanki dwuwymiarowe

Problem polega na znalezieniu w sieci potaczen pomigdzy miastami najkrotszej drogi zamknigtej (cyklu), ktora

pozwala odwiedzi¢ kazde z miast i powrdci¢ do miasta wyjsciowego.
Problem formutowany jest jako poszukiwanie minimalnego cyklu pelnego w grafie z wagami krawedzi:

/ 6 5 6
VA

Problem komiwojazera

Graf z wagami krawedzi Minimalny cykl o koszcie 28

W wersji decyzyjnej problem polega na stwierdzeniu czy istnieje cykl o koszcie nie wigkszym niz podana
warto$¢ K

Problem pojawia si¢ na przyktad przy:

e projektowaniu sieci telefonicznych

e projektowaniu uktadéow scalonych

e planowaniu linii montazowych

e programowaniu robotéw przemystowych
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Droga Hamiltona

Problem polega na sprawdzeniu czy w grafie istnieje droga, ktdora przez kazdy wierzchotek przechodzi

doktadnie raz. 2
N N
/

/

o o0——o0
Graf posiadajacy droge Hamiltona Droga Hamiltona w grafie po
dopiero po dodaniu krawedzi dodaniu krawedzi

Dla poréownania: sprawdzeniu czy w grafie istnieje droga, ktora przez kazda krawedz przechodzi doktadnie raz

(tzw. problem Eulera) nie jest problemem NP-zupelnym

Y

Graf posiadajacy droge Eulera Droga Eulera w grafie po dodaniu
dopiero po dodaniu krawedzi krawedzi

Twierdzenie (Eulera):
W grafie spdjnym o parzystej liczbie krawedzi wychodzacych z kazdego wierzchotka (by¢ moze z wyjatkiem
dwoch) istnieje droga Eulera.

= problem jest latwo rozwigzywalny

Przydziatl ograniczonego miejsca i ukladanie planu zajec

Na przyktad:

e przydziat studentow do pokoi w akademiku z uwzglednieniem réznych ograniczen

e wypelnianie konteneré6w przedmiotami o r6znych rozmiarach

e stwierdzanie czy istnieje plan zaje¢ dopasowujacy nauczycieli, klasy i godziny lekcyjne w taki sposob, aby
dwie klasy nie miaty jednocze$nie zaje¢ z tym samym nauczycielem, nauczyciel nie prowadzil w tym samym
czasie lekcji w dwoch réznych klasach, dwaj nauczyciele nie prowadzili jednoczesnie lekcji w tej same;j
klasie itd.

Ustalanie czy zdanie logiczne jest spetnialne

Problem polega na stwierdzeniu czy istnieje takie wartosciowanie asercji uzytych w ztozonym zdaniu
logicznym, ktore powoduje, ze zdanie to staje si¢ prawdziwe.

Zdanie —(E=F)AFVv(D=E))

staje si¢ prawdziwe dla nast¢pujacego warto§ciowania: £ < PRAWDA, F <« FALSZ, D« FALSZ
i zatem jest spelnialne.

Natomiast zdanie —((DAE)= F)A(F V(D= =E))

nie jest spelnialne.
Kolorowanie map i grafow 3 kolorami

Kolorowanie mapy 3 kolorami - problem decyzyjny polegajacy na ustaleniu czy dana mapa moze by¢

pokolorowana 3 barwami tak, aby sasiednie panstwa nie mialy tego samego koloru.

e dla 2 barw problem jest latwo rozwiazywalny - wystarczy sprawdzi¢ czy mapa nie zawiera punktow, w
ktorych styka si¢ nieparzysta liczba panstw,
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e dla 4 barw problem jest banalny (patrz twierdzenie o czterech barwach)

Kolorowanie grafu - wyznaczenie minimalnej liczby barw, ktorymi mozna pokolorowa¢ wierzchotki danego
grafu tak, aby kazde dwa wierzchotki bezposrednio polaczone krawedzia miaty rézne kolory.

Latwo mozna skonstruowac graf wymagajacy dowolnie duzej liczby kolorow:

8 barw

Klika - zbior wierzchotkow w grafie potaczonych kazdy z kazdym
Zatadunek plecaka

Problem polega na znalezieniu takiego upakowania przedmiotéw do plecaka, ktore maksymalizuje faczna ich
warto$¢ bez przekroczenia pojemnosci plecaka.
Zapis w wers]i optymalizacyjne;j:

N N
max ch‘ “X;, przy ograniczeniach Zai X, <b dla x;=01ub 1
i=1L..N

i=1,..,N
Zapis w wers]ji decyzyjnej: czy dla danego K istnieje takie upakowanie,
N N
ze ch. x, 2K i Zal x, <b
i=1,...N i=1,...N
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Ogolna charakterystyka problemoéw z klasy NP

e wymagaja sprawdzania rozwiazan czeSciowych i rozszerzania ich w celu znalezienia rozwiazania
ostatecznego; jesli rozwigzanie czgsciowe nie da si¢ dalej rozszerzy¢, to trzeba powréci¢ na jakis
wczesniejszy etap i po dokonaniu zmian rozpocza¢ od nowa

e postgpowanie polegajace na systematycznym sprawdzeniu wszystkich mozliwo$§ci wymaga czasu
ponadwielomianowego

e jesli znamy rozwiazanie, to sprawdzenie jego poprawnosci moze by¢ przeprowadzone w czasie
wielomianowym!

e dla kazdego z problemoéw istnieje niedeterministyczny (,,magiczny”) algorytm o ztozonos$ci wielomianowe;j;
NP skrot od ang. Nondeterministic Polynomial-time

e sg trudno rozwiazywalne, ale staja si¢ tatwo rozwiazywalne, jesli korzysta si¢ z niedeterministycznej ,,wyroczni’
(por. punkt poprzedni)

]
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Ogolna charakterystyka probleméw NP-zupelnych

e dla kazdego problemu z klasy NP istnieje algorytm o ztozonosci wielomianowej, ktorym
mozna go przeksztatci¢ do problemu NP-zupetnego (definicja ,,zupetnosci problemu”); NP-zupelne
NPC skrot od ang. Nondeterministic Polynomial-time Complete

e kazdy problem z tej klasy mozna przeksztalci¢ w czasie wielomianowym do kazdego NP

innego! (wniosek)

e znalezienie algorytmu wielomianowego dla jednego z probleméw NPC oznacza mozliwo$¢ rozwiazania w
czasie wielomianowym wszystkich innych! (kolejny wniosek)

¢ udowodnienie wyktadniczego dolnego oszacowania dla jednego z probleméw NPC oznacza wykazanie, ze
zaden z nich nie moze by¢ rozwigzany w czasie wielomianowym!
(jeszcze jeden wniosek)

e albo wszystkie problemy NPC (NP-zupelne) sa fatwo rozwiazywalne albo wszystkie trudno (konkluzja)

e wykazanie, ze nowozdefiniowany problem jest NP-zupelny przebiega w dwodch krokach:
1. trzeba udowodnic, ze nowy problem jest klasy NP
2. trzeba skonstruowac algorytm, ktory w czasie wielomianowym przeksztalca do jego postaci dowolny
znany problem NP-zupehy

Przyklady przeksztatcania jednego problemu NP-zupelnego w drugi

znalezienie drogi Hamiltona — problem komiwojazera

1

Droga Hamiltona Cykl komiwojazera
dla 5 wierzchotkéw o dtugosci 6

Istnieje droga Hamiltona w grafie o N wierzchotkach

Istnieje cykl komiwojazera nie dluzszy niz N + 1 w uzupelionym grafie

kolorowanie mapy 3 kolorami — speinialnos¢ zdania logicznego

Mapa sktada si¢ z Py, P, ... , Py panstw i mamy trzy kolory C, Z1i N.

Asercja Py = Z oznacza, ze panstwo Py jest pokolorowane na zielono.

Zdanie F ma postac E AN }72 , gdzie F sklada si¢ ze zdan

(Pe=CA=P=ZAN-P;=N)V(=P =CAP;=ZA-P,=N)Vv (=P, =CA—=P,=ZAP;=N)
powtoérzonych dla K = 1,...,N i potaczonych koniunkcja, a F, sklada si¢ ze zdan

—((P, =CAP,=C)v(P,=ZAP, =Z)v(P; =N AP, =N)) powtorzonych dla wszystkich par K

i L panstw sasiadujacych ze sobg i takze potaczonych koniunkcja.

Klasa NP - problemy posiadajace niedeterministyczne algorytmy o ztozono$ci wielomianowej

Klasa P - problemy posiadajace zwykle (deterministyczne) algorytmy o ztozono$ci wielomianowe;j
(tatwo rozwiazywalne)

Klasa NP-zupelne - »wzorcowe” problemy z klasy NP sprowadzalne ,,szybko” jeden do drugiego

Zawieranie sig klas problem6éw na tym rysunku
wynika z sensu notacji O(+), tzn. problemy z
klasy P maja ztozono$¢ nie gorsza od
probleméw z klasy NP
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Algorytmy przyblizone (czyli jak radzi¢ sobie w praktyce z NP)

Np. problem komiwojazera jest NP-zupelny (trudno rozwiazywalny), ale istnieje algorytm o ztozonos$ci
wielomianowej wyznaczajacy ,,niezte” cykle obchodzacg wszystkie wierzcholki grafu.

Lopr - dlugo$¢ minimalnego cyklu (nie potrafimy go szybko wyznaczy¢), Czy P =NP ?

L 4pr - dhugo$¢ przyblizonego rozwiazania, ktore potrafimy wyznaczyc.

Dla miary dobroci rozwiazania przyblizonego: s, = —APR jstnieje algorytm o ztozonosci OV )

Zawieranie si¢ klas problemdow na tym rysunku
wynika z sensu notacji O(-), tzn. problemy z
NP-zupetne klasy P maja ztozono$¢ nie gorsza od
probleméw z klasy NP
NP

LO PT

wyznaczajacy w najgorszym przypadku cykl minimalny, dla ktéorego s4< 1,5

Przykdad algorytmu przyblizonego dla zatadunku plecaka

1.

. . ) e
Posortuj pakowane przedmioty wedlug nie rosnacych wartosci —-
a,

1

2. Pakuj je do plecaka w otrzymanym porzadku, dopoki si¢ mieszcza

W przyktadowym zadaniu:

a3l ;3 o 1 _ ol 6 27T 5 a_7_ 7 em 2555454
a 4 4 a, 2 2 a; 3 a, a, a, a a,
i ta lista wyznacza kolejnos$¢ pakowania:

a,=2<6 - xn=1 ztozonos¢ algorytmu = ztozono$¢ sortowania =
ata;=5<6 - x3=1 :O(ngN)

a2+a3+a1:9>6 —)XIZO

atazta;=6<6 —> x=1, cote3tes=53 = s54=1

W najgorszym przypadku algorytm daje upakowanie o s4<2

Uwagi uzupehiajace:

po raz pierwszy wykazano NP-zupelno$¢ dla problemu spetnialno$ci zdania logicznego

(Cook w 1971 1.)

s problemy, dla ktorych udowodniono, ze naleza do klasy NP, ale nie sg ani NP-zupelne, ani nie naleza do
klasy P, np. sprawdzenie czy dana liczba jest liczba pierwsza

sa problemy, ktorych ztozono$¢ ponadwielomianowa mozna udowodni¢ przez podanie dolnych ograniczen
czasowych (i to nie tylko takie, jak wieze Hanoi, dla ktorych z gory wiadomo ile iteracji wykona algorytm),
np. stwierdzenie czy dla danej konfiguracji w uogélnionych szachach N X N istnieje strategia wygrywajaca
dla jednego z przeciwnikow

.
sa problemy, dla ktérych pokazano podwéjnie wykladnicze ®@(2* ) dolne ograniczenia czasowe

sa problemy algorytmiczne, dla ktérych udowodniono, ze maja ponadwielomianowe dolne ograniczenia
ztozonosci pamigciowej

sa ciekawe przypadki probleméw, dla ktorych efektywne w praktyce algorytmy maja ztozonos¢
ponadwielomianowa, cho¢ znaleziono dla nich algorytm wielomianowy sprawujacy si¢ jednak w wigkszo$ci
zadan praktycznych wyraznie gorzej, np. zadanie programowania liniowego z algorytmem sympleksowym
(wyktadniczym) i algorytmem elipsoidalnym (wielomianowym)
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Klasy zloZonoS$ci algorytméw

podwdjnie
wyktadnicza

NP-zupelne

Uwaga:

arytmetyki
specjalne

szachy, warcaby
uogolnione NxN

ptaskie uktadanki,
spetnialnosc,
tadowanie plecaka

sprawdzanie czy
liczba jest pierwsza

sortowanie

wyszukiwanie w
uporzadkowanej
liscie

Zawieranie si¢ klas problemow na tym rysunku zachodzi w sensie notacji O(-)
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